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КОМПЛЕКСНЫЙ ПОКАЗАТЕЛЬ ПРЕЛОМЛЕНИЯ  
ПРИ НЕЛИНЕЙНЫХ ЭФФЕКТАХ 

Показатель преломления при самофокусировке рассматривался как компонента метриче-
ского тензора, т.е. как искривление пространства-времени. Однако возник интерес – как быть, если 
показатель преломления комплексный. Если ввести комплексный метрический тензор, то ком-
плексная часть не будет искривлять пространство-время. В то же время при нелинейных эффектах бу-
дут возникать затухающие моды, т.е. если n линейный, то поглощение будет α, но если n = n1 + n2I, 
то тогда поглощение будет другим, о чем и пойдет речь в данной статье. 

Ключевые слова: комплексная диэлектрическая проницаемость, комплексный показатель 
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ломления, поглощение. 
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COMPLEX REFRACTIVE INDEX WITH THE PRESENCE  
OF NONLINEAR EFFECTS 

The refractive index during self-focusing was considered as a component of the metric tensor, it 
means, as a curvature of space-time. However, there was an interest – what will be, if the refractive index 
is complex. If we introduce a complex metric tensor, then the complex part will not curve space-time. At 
the same time, with the presence of nonlinear effects, damping modes will occur, it means, if n is linear, 
then the absorption will be α, but if n = n1 + n2I, then the absorption will be different, which will be discussed 
in this article. 
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Введение 

В работе [1] «Самофокусировка излучения, как коллапс волнового 
вектора» вещественный показатель преломления рассматривался как 
компонента метрического тензора 00n g= ε =  ( 00` )dt dt g= , и общая 
идея состояла в том, что скорость света в веществе не меняется, а искрив-
ляется путь в четырехмерном пространстве, и свету нужно пройти боль-
ший путь по искривленной координате времени, чем по прямой. Было вы-
числено действие дополнительного искривления пространства-времени 
из-за дополнительного поля 4πР (D = E + 4πP) – в зоне повышенного по-
казателя преломления траектории лучей стягиваются на угол θ,  

00  g = с/v = 1/ 2 4 21 /m c E−  = 1/ cos
2
θ 

 
 

,  

где масса m – формальная константа, которой можно также это описать. 
Ее можно приписать, исходя из закона сохранения энергии [2], в случае 
неплоского фронта распространения света (когда между фотонами 
есть угол θ): 2 4 2 2 2m c E p c= − , энергия двух фотонов  2E ћ= ω , импульс  

p = 2  2 cos
2

ћk ћ θ = ω  
 

/c, а значит, 22 sin /
2

m ћ cθ = ω  
 

. 

Однако возник интерес, как при таком 
подходе описать комплексный показатель 
преломления. Прежде всего комплексный 
показатель преломления отвечает за погло-
щение, которое является таким коэффици-
ентом, который описывает вероятность для 
одного фотона поглотиться или нет и долю 

фотонов, которые поглотятся, для группы фотонов. В то время как дей-
ствительный показатель преломления действует на все фотоны, даже 
если рассмотреть случай обыкновенной и необыкновенной волны, то 
они будут отличаться поляризацией (т.е., вернее было бы сказать, – дей-
ствительный показатель преломления одинаково действует на все фо-
тоны одинаковой поляризации). 

Формально можно ввести комплексный метрический тензор, ана-
логичный комплексной диэлектрической проницаемости и показателю 

 
Рис. 1. Угол между 

волновыми векторами 
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преломления ( 0 `` / 2 k n = α в линейном случае, α – поглощение) 

00 ` `` ` ``g i n in= ε + ε = + , однако масса, о которой излагалось выше, бу-
дет описывать только действительную часть метрического тензора, ко-
торая искривляет пространство-время, в отличие от мнимой. Как и при 
описании осцилляции массы нейтрино, вводя 00  g = с/v, который будет 
зависеть от угла между импульсом и волновым вектором, нейтрино при-
обретает массу, когда 00  g становится комплексным, но комплексные 
компоненты метрического тензора не искривляют пространство-время, 
т.е. комплексный метрический тензор не имеет смысл искривления. Од-
нако фотону можно приписать массу как формальную константу, если 
фронт распространения волны не плоский, описав это искривлением 
и действительной частью метрического тензора, а нейтрино приобре-
тает массу по-другому (это связано с гамильтонианом нейтрино). Сле-
довательно, если просто ввести комплексный метрический тензор, то 
массой, смысл которой в искривлении, поглощение описать нельзя, бу-
дет возникать масса, смысл которой не в искривлении траекторий, 
а в поглощении энергии (как масса нейтрино). 

Линейный коэффициент поглощения 

Комплексную диэлектрическую проницаемость можно получить 
из уравнений Максвелла:  

( )*4 4 4 4 ,j D E E i i E i ErotH E
c c t c c t c c c i c
π ∂ πσ ε∂ πσ εω ω πσ ω   = + = + = + = ε + = ε ω   ∂ ∂ ω   

 

где ( )*ε ω  – комплексная диэлектрическая проницаемость, но здесь 
предполагается, что диэлектрическая проницаемость не зависит от поля, 
а при нелинейных эффектах зависимость существенна. 

Если вывести коэффициент поглощения из комплексного показа-
теля преломления, то мы получим закон Бугера:  

` `` ` ``n in i+ = ε + ε , 
2 2' ' "'

2
n ε + ε + ε=  и 

2 2' ' ""
2

n −ε + ε + ε= ,  

тогда 0 0 0` ``k k n k n ik n= = + , а ( ) ( )00 ```
0 0

i n k r ti kr t k rnE E e E e e −ω−ω −= = , и, наконец, 

интенсивность I = E2 = ( )00 2 `2 ``2
0

i n k r tk rnE e e −ω−  – т.е. если 0 `` / 2, k n = α то 
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интенсивность убывает по закону Бугера. Но здесь мы опять предпола-
гаем, что показатель преломления не зависит от интенсивности, т.е. без 
нелинейных эффектов. Таким образом этот коэффициент поглощения α 
не предполагает зависимости от интенсивности света, а зависимость α 
от длины волны – это достаточно известная V-образная кривая, левая 
часть которой связана с электронным поглощением, а правая часть с мо-
лекулярным (с колебательными и вращательными степенями свободы), 
причем энергия квантов света для электронного поглощения – единицы 
эВ, для молекулярного поглощения связанная с колебательными степе-
нями свободы – сотые эВ, а для поглощения связанного с вращатель-
ными степенями свободы молекул ~10–4 эВ. Например, в световодах для 
минимальных потерь передачи выбирается длина волны, на которой 
α(ω) минимально. 

Действительный и комплексный показатель преломления, как 
и диэлектрическая проницаемость, связаны между собой. Есть извест-
ные соотношения Крамерса – Кронига:  

( ) ( )``1` 1
x dx

x

∞

−∞

ε ω = +
π − ω


 и ( ) ( )` 11``
x

dx
x

∞

−∞

−−ε ω =
π − ω


,  

которые связывают действительную и мнимую часть диэлектрической 
проницаемости, однако это тоже линейный случай, т.е. тоже без нели-
нейных эффектов. В присутствии нелинейных эффектов комплексная 
диэлектрическая проницаемость и, соответственно, коэффициент по-
глощения будут другие, будут возникать эффекты насыщения, если ин-
тенсивность света большая, а также волновые эффекты из-за повышен-
ного показателя преломления, вызванного пучком света (как правило, 
в сильно нелинейных средах с большим нелинейным показателем пре-
ломления), о чем речь пойдет ниже. 

Комплексный угол преломления 

Рассмотрим для начала случай, когда из среды с большим показа-
телем преломления (например, из воды) под углом, большим, чем угол 
полного внутреннего отражения (например, 85°), идет волна в среду 
с меньшим показателем преломления (например, в воздух). Показатель 
преломления воды n1 = 1,33, а воздуха n2 = 1, как на рис. 2. И будем 
искать угол преломления, т.е. θ1 = 85°, а нужно найти угол θ2. Затем рас-
смотрим еще коэффициент отражения. 
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    85°         n1 = 1,33 

n2 = 1 

 

Рис. 2. Угол, больший угла полного  
внутреннего отражения 

Согласно закону Снеллиуса, n1sinθ1 = n2sinθ2, т.е. sinθ2 = 1,32, это 
будет означать, что угол θ2 – комплексный, поясним, что это значит:  

соsθ2 = ( )2
21 sin θ 0,86i− = .  

Тогда для поля волны мы имеем: 

( ) ( ) ( )

( )

2 2* cos * sin 0,86 * 1,32
0 0 0

0,86 1,32
0 ,

y x y x

y x

i k y k x t i i yk xk ti kr t

yk i xk t

E E e E e E e

E e e

θ + θ −ω + −ω−ω

− −ω

= = = =

=
 

т.е. будут возникать затухающие (эванесцентные) моды. Эти затухаю-
щие моды не связаны с поглощением α за счет электронного или моле-
кулярного поглощения в веществе, этот эффект связан с появлением 
границы раздела, где по одну сторону от нее больший, а по другую мень-
ший показатель преломления. 

Теперь рассмотрим, что при этом будет с коэффициентом отраже-
ния. Согласно формулам Френеля, коэффициенты отражения для 
поляризаций [7]: 

2 2 2
1 1 2 1 11 1 2 2

TE 2 2 2
1 1 2 2 1 1 2 1 1

cos sincos cos ,
cos cos cos sin

n n nn nR
n n n n n

θ − − θθ − θ= =
θ + θ θ + − θ

 

2 2 2 2
2 1 1 2 1 12 1 1 2

TM 2 2 2 2
2 1 1 2 2 1 1 2 1 1

cos sincos cos .
cos cos cos sin

n n n nn nR
n n n n n n

θ − − θθ − θ= =
θ + θ θ + − θ

 

Если соsθ2 0,86i= , то коэффициент отражения будет комплекс-
ным. Если I = E2, то рассмотрим: 
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RI = ( ) ( ) ( )1,72 2,64 22 2 22 2 2
0 0 0 0 0 0 .y xyk i xk ti kr t i kr tiR e E e R E e R E e e− ϕ+ − ω−ω ϕ+ − ωϕ = =   

Мы будем наблюдать дополнительное затухание и изменение 
фазы волны, т.е. затухание, связанное с границей раздела, – это волно-
вой эффект. Таким же образом работают слоистые структуры, например 
SESAM, при их использовании в качестве затвора для генерации лазер-
ных импульсов [8]. 

Поглощение при нелинейных эффектах, затухающие моды 

При рассмотрении нелинейных эффектов, когда n = n1 + n2I, напри-
мер, в материалах с большим нелинейным показателем преломления 
или при достаточно высокой интенсивности, когда n2I будет суще-
ственно влиять, т.е. будут наблюдаться нелинейные эффекты, такие как 
самофокусировка, будет возникать волноводная область с повышенным 
показателем преломления. 

Если рассмотреть в волноводной об-
ласти лучи, идущие под углом, большим 
угла полного внутреннего отражения, т.е., 
например, моды высших порядков, то мы 
будем получать затухающие (эванесцент-
ные) моды вне волноводной области, кото-
рые известны всем специалистам по волно-

водам. Поэтому толщина оболочки, которая имеет меньший показатель 
преломления по сравнению с сердцевиной, выбирается равной 3/α. 
Итак, из вышеизложенного следует, что при нелинейных эффектах, ко-
гда n = n1 + n2I, образуется область (в области пучка света) с повышен-
ным показателем преломления, которая образует волновод, и образуется 
граница раздела между областями с большим и меньшим показателем 
преломления для лучей света, распространяющихся под углом, боль-
шим угла полного внутреннего отражения (например, для волноводных 
мод высших порядков), будут возникать затухающие моды вне волно-
водной области, что будет увеличивать затухание волны, – этот эффект 
является волновым эффектом и не связан с поглощением α в веществе 
за счет электронного или молекулярного поглощения. 

Также при больших интенсивностях, сравнимых с Is = hν/σgs, где 
σgs – сечение поглощения, будет наблюдаться насыщение поглощения и 
α(I) = α0/(1 + I/Is). На этом эффекте также можно сделать затвор для ге-
нерации лазерных импульсов. 

 
Рис. 3. Волновод и угол 
больший угла полного 
внутреннего отражения 
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Заключение 

В заключении мы имеем: действительную часть показателя пре-
ломления можно описать метрическим тензором (и массой – константой 
m), если ввести комплексный метрический тензор (или комплексную ди-
электрическую проницаемость), то мнимая часть не будет искривлять 
пространство-время (и не будет описываться массой m). Однако при не-
линейных эффектах будет возникать дополнительное затухание из-за 
волновых эффектов, связанное с образующейся границей раздела между 
областями с большим и меньшим показателем преломления: если  
n = n1 + n2I, образуется область (в области пучка света) с повышенным 
показателем преломления, которая образует волновод. Для лучей света, 
распространяющихся в волноводной области под углом, большим угла 
полного внутреннего отражения (например, для волноводных мод выс-
ших порядков), будут возникать эванесцентные моды вне волноводной 
области, соответственно, будет возникать дополнительное затухание, не 
связанное с поглощением вещества α (ни с электронным, ни с молеку-
лярным), т.е. коэффициент поглощения при нелинейных эффектах бу-
дет другим из-за появления границы и волновых эффектов. Также при 
высокой интенсивности будет происходить насыщение поглощения. 
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